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 ممخّص  

 
 مرة بالإضافة إلى mتم في ىذا البحث تقديم طريقتين عدديتين لإيجاد الجذور الحقيقية البسيطة والمضاعفة 

)(0الجذور العقدية لممعادلات غير الخطية من الشكل  xf . تعتمد الطريقة الأولى عمى تقريبات الدالةf بكثيرات  
حدود تايمور من الدرجة الثالثة حول الجذور المطموب إيجادىا،  ثم استخدام طريقة كوردانو وتحويميا إلى علاقات ذات 

تم توصيف الطريقتين المقترحتين . أما الطريقة الثانية المقترحة فتعتمد عمى تعديلات لطريقة ىالي. صياغة تكرارية
.   9 في النسخة Mathemticaبالخوارزميات اللازمة وتنفيذىا باستخدام برنامج 

 mاختبُِرتْ فعالية الطريقتين المقدمتين بتطبيقيما لإيجاد الجذور التقريبية العقدية والحقيقية البسيطة والمضاعفة 
. مرة لبعض المسائل، حيث تشير النَتائِج العددية إلى فعالية ودقة الطريقتين بالمقارنة مع بعض الطرائق الأخرى

 
 مرة ، طريقة تكرارية، معادلات mحدودية تايمور من الدرجة الثالثة، طريقة ىالي،  جذر مضاعف : الكممات المفتاحية
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  ABSTRACT    

 

In this paper, we introduce two  numerical methods for finding the simple real roots, 

multiple real roots and complex roots of the nonlinear equations 0)( xf . The first 

method is based on approximations  the function f  by third Taylor polynomial about the 

roots of the nonlinear equations. After that, Gordano method is used which is transformed 

to iterative method. The second method is based on modifies of Halley method . The two 

algorithms are designed of the presented methods, and programming Mathematica Version 

9 is used.  

Numerical experiments are given for finding the simple real roots, multiple real roots 

and complex roots of some test problems. Comparisons of the results obtained by two 

methods with other methods illustrate the efficiency and highly accurate of the proposed 

methods. 

 

Key Words: Third Taylor Polynomial, Halley method, Multiple root of multiplicity m, 

Iterative method , Nonlinear equations. 
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 :مـــقدمـــة
تؤول دراسة كثير من الأكاديميين وطلاب الدراسات العميا الباحثين في مجالات عممية مختمفة في فروع اليندسية 

والفيزياء والميكانيك وعموم كثيرة إلى نماذج رياضية من المعادلات غير الخطية، وعندئذ يتطمب إيجاد حمول ليذه 
المعادلات، ولكن المشكمة التي تواجو ىؤلاء الباحثين ىي أن الحمول التحميمية الدقيقة لممعادلات المذكورة ليست متاحة 
في معظم الأحيان، ليذا يمجأ الباحثون في مجال التحميل العددي لتقديم طرائق تقريبية وتوصيفيا بخوارزميات وبرمجتيا 

 .حاسوبيا لإيجاد الحمول العددية ليا
إن الفكرة العامة لمبحث تتمثل بتقديم طرائق عددية فعالة، تتسم بالدقة وسرعة الأداء، لإيجاد الجذور الحقيقية 

: والعقدية لممعادلات غير الخطية من الشكل
0)( xf                                               (1) 

قدم الرياضيون الأوائل مجموعة من الطرائق العددية لحل المسألة المطروحة تدعى بالطرائق الأساسية نذكر 
 ، استطاعت ىذه الطرائق تقديم حمول  [2]منيا، طريقة تنصيف المجال، طريقة القواطع، طريقة نيوتن، طريقة ىالي

، وبتفاوت بسيط فيما بينيا في الفعالية، ولكنيا بشكل عام بطيئة التقارب وخاصة عندما تكون الدالة  (1)عددية لممسألة 
fذات صياغة تحميمية معقدة   .

قُدِمَ مؤخرا في السنوات القميمة الماضية العديد من الدراسات والأبحاث التي تيدف إلى تطوير طرائق عددية  
: ، فعمى سبيل المثال (1)لتقديم حمول عددية فعالة وسريعة التقارب لممسألة المطروحة 

 مرة، اعتمدت ىذه الطريقة عمى تحويل m طريقة عددية لإيجاد الجذور الحقيقية المضاعفة [12]في  Yun قدم 
.   جذرا مضاعفا إلى معادلة أخرى تممك جذراً بسيطا، ثم تطبيقيا وفق تقنية ذات صياغة تكراريةmالمعادلة التي تممك 

 التقارب لصف من الطرائق من المرتبة الثالثة بغية إيجاد الجذور الحقيقية المضاعفة [3] وآخرون في Heydariدرس 
m  مرة، حيث تمت صياغة الطرائق وفق تقنية تكرارية اعتمدت عمى تقييمات الدالة fومشتقاتيا حتى المرتبة الثانية    .

  حول نقطة ما قريبة من f طريقة تعتمد عمى قاعدة منشور تايمور لمدالة [9] في Rump and Oishiاقترح  
. الحل، استخدمت ىذه الطريقة لإيجاد الجذور الحقيقية المضاعفة

 طريقة من المرتبة الخامسة لإيجاد الجذور الحقيقية البسيطة، تعتمد [1] في Biazar and Ghanbariدرس  
  .  ومشتقاتيا الأولى في متتالية من النقاطfعمى طريقة نيوتن الأساسية، وعمى تقييمات الدالة  

 وعمى Homotopy طريقة لإيجاد الجذور الحقيقية،  مبنية عمى قاعدة دالة [8] وآخرون في Rahimianاقترح 
.   ومشتقاتيا حتى المرتبة الثانيةfالنقطة الثابتة وفق تقنية تكرارية اعتمدت عمى تقييمات الدالة  

 طريقة مركبة من طريقتي نيوتن وىالي من المرتبة الثالثة لإيجاد الجذور الحقيقية [6] وآخرون في Netaأنشأ 
 طريقة التنبؤ والتصحيح المعدلة لإيجاد الجذور الحقيقية، وىذه [10] في  Thander and Mandalقدم  .  البسيطة

.  و ىاليUjevićالطريقة مركبة من طريقتي   
 m صف من الطرائق من المرتبة الرابعة لإيجاد الجذور الحقيقية المضاعفة [5] في Liu and Zhouأثبت  

.   ومشتقاتيا الأولىfمرة ، تعتمد  عمى طريقة نيوتن المعدلة، وعمى تقييمات الدالة  
 خوارزمية التنبؤ والتصحيح لإيجاد الجذور الحقيقية، تعتمد  ىذه [4] في Kafash and Hosseiniأوجد  

. fالخوارزمية عمى قاعدة تقارب طريقة تحميل أدوميان  وعمى إنشاء متتالية من كثيرات حدود أدوميان التقريبية لمدالة  
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 طرائق ذات صياغة تكرارية لإيجاد الجذور الحقيقية المضاعفة، تقوم ىذه [7] في Noor and Shahدرس  
. التقنية عمى طريقتي نيوتن و ىالي وعمى قاعدة تغيير المتحول

:      قبل البدء بشرح الطرائق المقترحة نقدم التعاريف الأساسية الآتية
  (الجذر المعزول )  1تعريف

 إذا كان ىذا الجذر ىو الوحيد لممعادلة المذكورة [a,b]في المجال  (1) ىو جذر معزول لممعادلةrيُقال إن العدد 
. في تمك المجال
  (الجذر المضاعف )  2تعريف
],[ليكن  baCf m يُقال إن العدد ،r ىو جذر مضاعف mفي المجال  (1) مرة لممعادلة[a,b] إذا وفقط 

: إذا كان
0)()()()( )1(   rfrfrfrf m 

)()(0 وكان  rf m .
  (التقارب )  3تعريف
لتكن 

1}{ nnx متتالية لانيائية من الأعداد الحقيقية أو العقدية، يُقال إن المتتالية تتقارب إلى العدد r ( يدعى
: ، بحيث يتحققepsN)( يوجد عدد صحيح موجب epsإذا كان لأجل أي عدد صغير موجب  (نيايتيا

)(,|| epsNnepsrxn  .
rxnوعندئذ نكتب 

n



lim لمدلالة إلى أن المتتالية 

1}{ nnx تتقارب إلى r .
  (التقارب من المرتبة  )  4تعريف

بفرض أن 

1}{ nnx متتالية تتقارب إلى rوأن ، rxe nn  1 من أجل كلn إذا وجد عددان ، 
موجبان  :  بحيث يتحقق,
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.  بثابت خطأ تقارب  من المرتبة rعندئذ يُقال إن المتتالية  تتقارب إلى 
      وبشكل عام فإن الطريقة التي تممك مرتبة تقارب عالية تكون أسرع تقاربا من الطريقة التي تممك مرتبة 

. تقارب منخفضة، وعندئذ فإن مرتبة التقارب ىي التي تمايز بين الطرائق من حيث الدقة العددية والأفضمية
ذا كان 1وبشكل خاص إذا كان   فيدعى 2 فإن الطريقة التي تحقق ذلك يدعى تقاربيا خطيا، وا 

. التقارب تربيعي
 

: أىمية البحث وأىدافو
 مرة بالإضافة m       تكمن أىمية ىذا البحث بأنو يتناول إيجاد جميع الجذور الحقيقية البسيطة والمضاعفة 

، وىذا ما يميز ىذا البحث عن الأبحاث fإلى الجذور العقدية لممعادلات غير الخطية أيا كان شكل الدالة غير الخطية 
كما نيدف إلى تقديم طريقتين فعالتين تتميزان . الكثيرة الأخرى التي ركزت بشكل خاص عمى إيجاد الجذور الحقيقة

بمرتبة تقارب عالية وبسرعة ىذا التقارب،  علاوة عمى امتلاكيما القدرة عمى إيجاد الجذور العقدية بفعالية وبدقة عالية 
. بالإضافة إلى الجذور الحقيقية سواء كانت بسيطة أو مضاعفة أكثر من مرة
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: طرائق البحث ومواده
 لممسألة المطروحة بكثيرات حدود تايمور من الدرجة الثالثة f       تعتمد طرائق البحث عمى تقريبات الدالة  

حول الجذور المطموب إيجادىا سواء كانت حقيقية أو عقدية،  ثم تطوير طريقتا كوردانو وىالي وتحويميا إلى علاقات 
.  ذات صياغات تكرارية، ثم كتابة خوارزمياتيما وتنفيذىما باستخدام إحدى أكثر لغات البرمجة تطورا 

 
: النتائج والمناقشة

      نقدم في ىذه الفقرة صياغة تحميمية لطريقتين عدديتين تكراريتين وتوصيفيما بالخوارزميات المناسبة 
.  النسخة التاسعةMathematicaوتنفيذىما برمجيا باستخدام برنامج 

: صياغة الطريقة العددية الأولى
: رافسون بالعلاقة التكرارية الآتية-      تعطى طريقة نيوتن
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)(
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تعد  نموذجا مطورا ومسرعا لتقارب طريقة  (Halley's method)      وكما ىو معروف  فإن طريقة ىالي 
: رافسون التي تعطى بالعلاقات التكرارية الآتية- نيوتن
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                  (2a) 

: رافسون بالشكل-  من طريقة نيوتن1ntحيث يحسب المجيول 
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                                            (2b) 

 إلى اللانياية، ونكتفي بالجذر n عندما يسعى r إلى الجذر (2a)-(2b)تتقارب طريقة ىالي المعطاة بالعلاقتين 
:  إذا تحقق أحد المعيارينN الذي نحصل عميو في التكرار Nxالتقريبي 

epsxf

epsxx

N

NN
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|| 1                                                           (3) 

 مقدار صغير موجب، يستخدم كشرط توقف لخوارزمية الطريقة، ويعبر عن الدقة في الحل العددي epsحيث 
. كمما كان صغيرا

4],[ولمحصول عمى صيغة مطورة لطريقة ىالي نفرض أن  baCf   أي أن ،f قابمة للاشتقاق أربع مرات  
],[، وليكن [a, b]متتالية عمى المجال  baxn  جذراً تقريبياً لمجذر الحقيقي r بحيث  (1) لممعادلة غير الخطية ،

||يكون  rxn صغيرا بقدر كاف  .
 : ونكتفي بالحدود الأربعة الأولىnx حول f(x) ننشر  
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 .nx و x تنتمي إلى المجال الذي يقع بين x)(حيث 
: في المنشور السابق نحصل عمى r بـ x، إذن بتعويض كل f(r)=0 جذر لممعادلة يكون rوبما أن 

)]([
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rxnفإذا حذفنا الحد الأخير الباقي من منشور تايمور، ونضع بشكل تقريبي  1 ويمكننا عندئذ كتابة ،
 :المعادلة الأخيرة وفق العلاقة التكرارية الآتية
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         (4) 

، نحصل عميو (4) الوارد في الحدين المتتاليين لمقام الطرف الأيمن من العلاقة 1nxولحساب المجيول 
 :كالآتي (2a)بحسابو من تكرارية ىالي العلاقة 
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                           (5) 

: وعندئذ تعطى صيغة ىالي المعدلة بالعلاقة التكرارية الآتية
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    (6) 

.  نقطة اختيارية قريبة كفاية من الجذر المطموب إيجاده 0xحيث إن 
: يحسب بالعلاقة (5) الوارد في الطرف الأيمن من العلاقة 1nt مرة، فإن m>1ففي حالة الجذور مضاعفة 
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                                           (7) 

ذا كانت الجذور بسيطة فإن  . m=1وا 
 :بشكل تكراري، نحصل عمى متتالية من القيم التكرارية  (7(-)5)وبتطبيق العلاقات 

x1, x2, ,… xN,… 
 ىو الجذر التقريبي المطموب إذا تحقق أحد xN ، ونعتبر أن rالتي تكون متقاربة من الجذر الحقيقي 

 (3).المعيارين
:    صياغة الطريقة العددية الثانية

 بكثيرات حدود تايمور من الدرجة الثالثة حول الجذر f        تعتمد الطريقة الثانية عمى تقريبات الدالة  
لتوضيح ىذه الطريقة نتّبع . المطموب إيجاده،  ثم استخدام طريقة كوردانو وتحويميا إلى علاقات ذات صياغة تكرارية

: الآتي
4],[بفرض أن  baCf   ننشر الدالة ،f حول النقطة  ],[ baxn  وفق تايمور مع الاكتفاء بالحدود 

: الأربعة الأولى ، نحصل عمى الصيغة الآتية 
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 . xn و x ينتمي إلى المجال الذي يقع بين cحيث 
1 ، نضع xn تقع في جوار xو بما أن  nxx بالصيغة التدريجية كالآتي  (8) ، ونكتب العلاقة :
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: والاكتفاء بالحدود الأربعة الأولى نكتب بشكل تقريبي (لصغره)وبإىمال الحد الباقي الأخير 
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: و التي تكتب أيضا بالشكل 
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: وتكتب بشكل مختصر بالعلاقة 
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nnnnnnnn

nnnnnn

nnnn

nn

xxfxxfxxfxfD

xxfxxfxfC

xxfxfB

xfA

        (9a) 

نحذف  (9)و لحل المعادلة ، (1)ىو حل تقريبي لممعادلة غير الخطية   (9)و بالتالي فإن حل المعادلة  
2الحد الذي يحوي 

1nx و ذلك بإجراء التحويل : 
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(   10                                    )
n

nn
n

A

By
x

3

)( 1
1


 

    

. 0nAمع افتراض أن 
:      بعد التحويل الصيغة الآتية (9)تأخذ المعادلة 

0
3

]
27

2
[]

93
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227وللاختزال نضرب طرفي المعادلة بـ  nA فنحصل عمى الصيغة  ، :
               0)2792()39( 23

1

23

1   nnnnnnnnnnn DABCAByBCAy 
: و التي يمكن التعبير عنيا بالصيغة المختصرة

01

3

1   nnnn qypy                                (11) 
: حيث











nnnnnnn

nnnn

DABCABq

BCAp

23

2

2792

39                    (11a) 

، ونجد أن عدد الجذور الحقيقية لممعادلة من الدرجة الثالثة (11)و سنتّبع طريقة كوردانو لحل المعادلة 
: يرتبط بإشارة المميز 

(     12                                   )23 )
2

()
3

( nn
n

qp
 

:   و ىنا نميز ثلاث حالات 
جذراً حقيقياً واحداً، وجذران عقديان مترافقان يكتبان  (11)لممعادلة التكعيبية يكون  n >0 : الحالة الأولى

: بالشكل 
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                                   (13)
   

: حيث إن 
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q
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                                               (14) 

 npثلاثة جذور حقيقية، تعطى ىذه الجذور بحسب إشارة (11)لممعادلة يكون  n<0  :الحالة الثانية
 :وفق الحالتين الآتيتين

 
 



 Sciences Series. Tishreen University Journal. Bas   2016( 1 )العدد( 38 )العموم الأساسية المجمد  مجمة جامعة تشرين

31 

I )0<np و ىنا نفرض أن   :
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                                         (15)
 

:في ىذه الحالة بالشكل (11)وتعطى جذور المعادلة    
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)0nوىنا نفرض أن  :
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                                       (17) 

: في ىذه الحالة بالشكل (11)وتعطى جذور المعادلة 
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وتعطى ىذه  (وجذر مختمف، جذران مضاعفان)، يكون لممعادلة ثلاثة جذور حقيقية ، 0n :الحالة الثالثة
:  وفق الحالتينnq و nبحسب قيمة ، الجذور

 )nn qوىنا يكون : 


















2

)3(

1

)2(
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)1(
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nn
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nnn

vu
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vuy

                                            (19) 

: حيث 
3

1

)]
2

([ n
nn

q
vu                                              (20) 

)nn q ، يكون لممعادلة ثلاثة جذور مضاعفة: 

2

)3(

1

)2(

1

)1(

1
nn

nnn

vu
yyy


                                    (21) 

3: حيث 

1
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2

([ n
nn

q
vu  . 
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)3(في كل الحالات الثلاث السابقة الحمول العددية

1

)2(

1

)1(

1 ,,  nnn yyy تحسب وتعوض بشكل  (11) لممعادلة ،
: التي يمكن إعادة كتابتيا بالشكل( 10)تدريجي في العلاقة 

 ,1,,1,0;3,2,1,
3

)( )(

1)(

1 


 
 Nni

A

By
x

n

n

i

ni

n (22                        )
 

 نقطة اختيارية قريبة من الجذر 0xمن أجل ، (1)الحل التقريبي لممعادلة غير الخطية (22)تعطي العلاقات
)( المطموب بقدر كاف، وجميع القيم 

1

i

ny   ، nn vu , ،nn BA .   معرّفة ومعمومة ,
)(,3,2,1، ونعتبر أن N كما سنكتفي بالتكرار ix i

Nىو الجذر التقريبي المطموب إذا تحقق إحدى المعيارين  :

3,2,1
|)(|

,||

)(

)(

1

)(










 
i

epsxf

epsxx

i

N

i

N

i

N 

)1(وفق ىذه الطريقة يكون التكرار التقريبي لمجذر الحقيقي ىو : 1ملاحظة

1nx ذا كان عقديا يكون الجذر ، وا 
)3(ومرافقو ىو 

1

)2(

1,  nn xx      .
     سنقوم الآن بتوصيف الطريقتين المقترحتين بالخوارزميات المناسبة لتصبحا سيمتا القراءة والتطبيق عمى 

.    الحاسب
:  1خوارزمية

: تعد ىذه الخوارزمية توصيف لمطريقة المقترحة الأولى، و يمكن تمخصييا بالنقاط الآتية
 عدد صحيح موجب يعبر عن عدد m مقدار صغير موجب، eps نقطة ابتدائية اختيارية، x0: المدخلات- 1

 . n=0مرات تكرار الجذر، نضع 
:   بالشكلf(x)ويمكن تعرف الدالة 

Function f(x:real):real; 
Begin 
    f:=expression    (التصريح عن الدالة ) 
End; 

1*)(/)( نحسب- 2 nnn xfxfmt  (. 5) من العلاقة
)()/)(5.0**)(( نحسب- 3 11 nnnnn xftxfxftt   ( . 7) من العلاقة
(: 6) من العلاقة نحسب- 4
 ))(**)6/1()(**5.0)(/()( 2

111 nnnnnnnn xfttxfttxfxfxx    
)1nx ،f النتائج طباعة- 5 1nx ) ،Abs( 1nx - nx ) .
)f إذا كان- 6 1nx . 8 وننتقل إلى الخطوة الحل الدقيق ىو 1nx، يكون 0=(
)Abs الشرط  نختبر- 7 1nx - nx )<eps إذا لم يكن محققا نضع n:=n+1 ثم نعود لمتكرار بدءا من 
 .2الخطوة 
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. النياية- 8
:  2خوارزمية

: ىي توصيف لمطريقة المقترحة الثانية، و يمكن تمخصييا بالنقاط الآتية
 . n=0 مقدار صغير موجب، نضع eps نقطة ابتدائية اختيارية، x0: المدخلات- 1

:   بالشكلf(x)ويمكن تعرف الدالة 
Function f(x:real):real; 
Begin 
    f:=expression    (التصريح عن الدالة ) 
End; 

nnnn نحسب- 2 ABCC (. 9a)من العلاقات  (9) معاملات المعادلة ,,,
nn نحسب- 3 Pq (  . 11a)من العلاقات  (11) معاملات المعادلة ,
 المميز نحسب- 4

n (. 12) من العلاقة
0nإذا كان - 5

 نحسب الحالة الأولى عندئذ نكون أمام 
vn vu ،  (14) من العلاقات ,

)3(ونحسب 

1

)2(

1

)1(

1 ,,  nnn yyy (. 13) من العلاقات
0nإذا كان - 6

:  ، وىنا نميز حالتينالحالة الثانية عندئذ نكون أمام 
:  عندئذ 0np     إذا كان 
      نحسب 

vn  )3(، ونحسب (15) من العلاقات ,

1

)2(

1

)1(

1 ,,  nnn yyy (16) من العلاقات ،
لا إذا كان  :  عنديذ0np      وا 

      نحسب
vn  )3(، ونحسب (17) من العلاقات ,

1

)2(

1

)1(

1 ,,  nnn yyy (. 18) من العلاقات
0nإذا كان - 7

: ثة ، وىنا أيضا نميز حالتينالحالة الثا عندئذ نكون أمام 
nn     إذا كان  qp  عندئذ  :
      نحسب 

vn vu )3(، ونحسب (20) من العلاقات ,

1

)2(

1

)1(

1 ,,  nnn yyy (19) من العلاقات ،
لا إذا كان  nn      وا  qp عنديذ  :

      نحسب
vn vu )3(، ونحسب (20) من العلاقات ,

1

)2(

1

)1(

1 ,,  nnn yyy ( 21) من العلاقات
)3(نحسب - 8

1

)2(

1

)1(

1 ,,  nnn xxx 1(، وىنا يكون التكرار التقريبي (22) من العلاقات(

1nx إذا كان حقيقيا، ويكون 
)3(

1

)2(

1,  nn xxإذا كان عقديا  .
)3( النتائج طباعة- 9

1

)2(

1

)1(

1 ,,  nnn xxx ،f( )(

1

i

nx  ) ،Abs( )(

1

i

nx  - )(i

nx . (i=1,2,3) من أجل (
)f إذا كان- 10 )(

1

i

nx  )(، يكون 0=(

1

i

nx  (i=1,2,3) 12 ننتقل إلى الخطوة الحل الدقيق ىو .
)Abs الشرط  نختبر- 11 )(

1

i

nx  - )(i

nx )<eps من أجل (i=1,2,3) إذا لم يكن محققا نضع n:=n+1  
 .2ثم نعود لمتكرار بدءا من الخطوة 

. النياية- 12
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 توفر لمستخدمييا كثير من Mathematicaإن استخدام لغة متطورة وعالية المستوى مثل لغة : 2ملاحظة
المعاناة والجيد وتغنييم من الدخول في تفصيلات لغات البرمجة الأساسية المممة مثل لغة باسكال وغيرىا وتختصر 

. أيضا كتابة كثير من الإجراءات التي توفرىا ىذه المغة في مكتباتيا
 باستخدام ىذه المغة، موضحين ذلك تطبيقيا بافتراض أن 2 و الخوارزمية 1سنقوم الآن بتنفيذ الخوارزمية 

: المطموب إيجاد الحل العددي لممعادلة غير الخطية

01
31

30

961

225
2

31

30
)( 25610  xxxxxxf ,    x0=3 

 :1لمخوارزمية  Mathematicaباستخدام لغة  1البرنامج
Clear[f,x,x0,xn] 

f[x_]= x^10-30/31x^6-2x^5+225/961 x^2+30/31x+1; 

x0=3.0;m=2;itr=7; 

Print["x0=",x0,"   fx0=",Abs[f[x0]],"   f'x0=",f'[x0]] 

For[n=1,n<=r, 

 tn=-m f[x0]/f'[x0]; 

 ttn=-f[x0]/(f'[x0]+0.5  tn*f''[x0]);  

 xn=x0-f[x0]/(f'[x0]+0.5 ttn*f''[x0]+ 

  ttn^2*f'''[x0]/6); 

 Print["x",n,"=",xn,"    fx",n,"=",Abs[f[xn]], 

  "   f'(xn)=",Abs[f'[xn]], "   f''(xn)=", 

  Abs[f''[xn]],"   xn+1-xn=",Abs[xn-x0] ]; 

  x0=xn; Clear[xn]; 

          n++] 

 :Mathematica باستخدام لغة 2الخوارزمية  تنفيذ: 2البرنامج
Clear[f,x,y,sol,An, Bn, Cn,Dn,xn,Pn,qn] 

f[x_]=x^10-30/31 x^6-2x^5+225/961 x^2+30/31x+1; 

Plot[f[x],{x,1.1,3}] 

m=4;itr=15; 

xn=3.0; x0=xn; 

For[n=0,n<itr, 

  An=1/6f'''[xn]; 

  Bn=1/2f''[xn]-1/2f'''[xn] xn; 

  Cn=f'[xn]-f''[xn] xn+1/2f'''[xn] xn^2; 

  Dn=f[xn]-f'[xn] xn+1/2f''[xn] xn^2-1/6 f'''[xn] xn^3; 

  Pn=9An Cn-3 Bn^2; 

  qn=2Bn^3-9An Cn Bn+27 An^2 Dn; 

  sol=NSolve[ y^3+Pn y+qn==0,y,Reals]; 

  t=(y-Bn)/(3An)/.sol[[1]]; 

  Print["x",n,"=",t,"    f(x",n,")=",Abs[f[t]], 

  "   f'(xn)=",Abs[f'[t]], 

  "   Xn+1-Xn=",Abs[t-xn]]; 

  xn=t; Clear[t,y]; 

                 n++] 
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النتائج العددية 
 لحل بعض 2البرنامج و 1البرنامج          نختبر فعالية ودقة الخوارزميتين الأولى والثانية المقترحتين بتنفيذ 

.  المعادلات غير الخطية ومقارنة النتائج التي سنتوصل إلييا مع نتائج بعض الطرائق الأخرى
:  لتكن المعادلة غير الخطية الآتية[7] : :1المثال 

01
31

30

961

225
2

31

30
)( 25610  xxxxxxf 

 1تم استخدام الخوارزمية .      يوجد ليذه المعادلة جذر حقيقي واحد مضاعف وأربعة جذور عقدية مضاعفة  
 المقترحتين لإيجاد الجذر الحقيقي المضاعف، وتمت مقارنة النتائج لتمك الخوارزميتين مع نتائج لخمس 2والخوارزمية 

نتائج الخوارزميتين المقترحتين في إيجاد جذر  (2)ندرج في الجدول. (1)طرائق أخرى وتسجيل النتائج في الجدول 
تتضح دقة وأفضمية  (2)و (1)بمقارنة نتائج الجدولين. رافسون -عقدي مضاعف والمقارنة مع طريقتي ىالي ونيوتن

|| باستخدام المعيار 1سرعة تقارب الخوارزمية (1)نبين في الشكل. نتائج الخوارزميتين المقترحتين 1 nn xx  .
|| في إيجاد جذر عقدي مضاعف باستخدام المعيار 2سرعة تقارب الخوارزمية (2)ونوضح في الشكل 1 nn xx  .

 
 باستخدام الخوارزميتين المقترحتين 1إيجاد الجذر الحقيقي المضاعف لممثال : 1الجدول

. ومقارنات مع عدد من الطرائق الأخرى  

 مرتبة التقارب
الفرق بين تكرارين 

|| 1 nn xx   
قيمة الدالة 

|)(| nxf 
الحل التقريبي 

nx 
عدد التكرارات 

itr 
الطريقة المستخدمة 

  المقترحة1الخوارزمية 5 1.08829 0 0 3.0780

  المقترحة2الخوارزمية 7 1.08829 0 0 3.0000

2.0010 1.73 E-20 0.00 E-01 1.08828 6 [7]  2.2الخوارزمية 

1.9241 2.21 E-18 0.00 E-01 1.08828 7 [11]طريقة نيوتن المعدلة 

0.96205 8.1221E-7 7.0317E-12 1.08829 15 [10]طريقة ىالي 

0.641367 1.2548E-5 6.716 E-09 1.08830 20 [11]رافسون-طريقة نيوتن 

 [2]طريقة القواطع 20 فشل فشل فشل فشل

 [2]طريقة تنصيف المجال 20 فشل فشل فشل فشل
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  باستخدام الخوارزميتين المقترحتين 1إيجاد الجذر العقدي المضاعف لممثال : 2الجدول
. رافسون -مع طريقي ىالي ونيوتن ومقارنات

 مرتبة التقارب
الفرق بين تكرارين 

|| 1 nn xx  

 

قيمة الدالة 
|)(| nxf 

الحل التقريبي 
nx 

عدد التكرارات 
itr 

الطريقة المستخدمة 

3.0780 
5.78382E-

09 
1.13220E-

15 
0.238563 
±1.01256 I 6 المقترحة1الخوارزمية  

3.0000 
5.55112E-

17 
3.14018E-

16 
0.238563 
±1.01256 I 

  المقترحة2الخوارزمية 6

0.96205 9.99676E-7 
7.77367E-

12 
0.238562 
±1.01256 I 

 [10]طريقة ىالي 15

0.641367 1.61875 E-5 
8.1526 E-

09 
0.238547 
±1.01256 I 

 [2]رافسون-طريقة نيوتن 20

 
 

 
 (1) المقترحة لإيجاد الجذر العقدي المضاعف لممثال1مخطط سرعة تقارب الخوارزمية: (1)الشكل
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. (1) المقترحة لإيجاد جذر عقدي مضاعف لممثال2مخطط سرعة تقارب الخوارزمية: (2)الشكل

 
 : لتكن المعادلة غير الخطية الآتية[7] : :2المثال

0)4/3()( 33  xxf  
تم استخدام الخوارزمية . يوجد ليذه المعادلة جذر حقيقي واحد وجذران عقديان كل منيم مضاعف  ثلاث مرات 

، وتمت مقارنة نتائج تمك x0=0.5 المقترحتين لإيجاد الجذر الحقيقي المضاعف ثلاث مرات من أجل 2 والخوارزمية 1
نتائج الخوارزميتين  (4)ندرج في الجدول. (3)الخوارزميتين مع نتائج لسبع طرائق أخرى وتسجيل النتائج في الجدول 

بمقارنة نتائج . رافسون - والمقارنة مع طريقتي ىالي ونيوتنx0=±Iالمقترحتين في إيجاد جذر عقدي مضاعف من أجل 
 في 1 سرعة تقارب الخوارزمية4نبين في الشكل. تتضح دقة وأفضمية نتائج الخوارزميتين المقترحتين (4)و (3)الجدولين

|)(|إيجاد الجذر الحقيقي المضاعف ثلاث مرات باستخدام المعيار  nxfسرعة تقارب 5، و نبين في الشكل 
|)(| في إيجاد جذر عقدي مضاعف ثلاث مرات باستخدام المعيار 2الخوارزمية nxf .
 

 
.  وتوضيح صعوبة إيجاد الحل[1,2-] في المجال 2رسم المخطط البياني لدالة المثال : (3)الشكل
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  باستخدام الخوارزميتين المقترحتين2إيجاد الجذر الحقيقي المضاعف ثلاث مرات لممثال : 3الجدول
 .والمقارنات مع طرائق أخرى

nx 
 التكرار

itr مرتبة التقارب 
 قيمة الدالة

|)(| nxf  
 الفرق بين تكرارين

|| 1 nn xx   
 الجذر التقريبي

nx  الطريقة المستخدمة 

5 
6 

2.12324 
7.0065 E-

46 
0 

1.16615E-08 
3.33067E-16 

0.90856 
0.90856 

  المقترحة1الخوارزمية

6 
7 

2.12112 
3.6948E-44 

0 
1.2503E-08 
1.3322E-15 

0.90856 
0.90856 

  المقترحة2الخوارزمية

6 2.06156 1.62 E-56 3.05 E-10 0.9085 
طريقة نيوتن  المعدلة 

[11] 
5 2.43355 1.62 E-38 4.12 E-07 0.9085 [7] 2.2خوارزمية 
5 2.11010 8.41 E-47 1.18 E-08 0.9085 [7] 2.6خوارزمية 

20 0.60839 
3.5443 E-

19 
2.8577 E-07 0.90856 [10]طريقة ىالي 

25 0.34765 
3.5881 E-

15 
3.091 E-06 0.908554 

-طريقة نيوتن
 [11]رافسون

25 0.103078 1.2223 E-4 2.80918 E-4 0.928174 [2]طريقة القواطع 

25 0.222222 
1.2686 E-

23 
2.9802 E-08 0.90856 

طريقة تنصيف 
 [2]المجال

 
  باستخدام 2إيجاد الجذريين العقديين المضاعفين ثلاث مرات لممثال : 4الجدول

. والمقارنات مع طرائق أخرى الخوارزميتين المقترحتين
 التكرار

itr مرتبة التقارب 
 الجذر التقريبي

nx  
 قيمة الدالة

|)(| nxf  
 الفرق بين تكرارين

|| 1 nn xx 
 الطريقة المستخدمة 

6 
7 

2.0002 
-0.45428±0.786836 I 
-0.45428±0.786836 I 

2.5966E-35 
1.8713E-48 

7.3702 E-07 
1.1957 E-12 

  المقترحة1الخوارزمية

9 
10 

1.99621 
-0.45428±0.786836 I 
-0.45428±0.786836 I 

6.6526E-42 
1.2411E-47 

3.44115E-08 
7.6551E-15 

  المقترحة2الخوارزمية

20 0.50005 -0.45428±0.786836 I 3.1301 E-19 2.7417 E-07 [10]طريقة ىالي 
30 0.33337 -0.454279±0.786835I 3.5881 E-15 3.091 E-06 [11]رافسون-طريقة نيوتن 
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 في إيجاد الجذر الحقيقي المضاعف ثلاث مرات 1سرعة تقارب الخوارزمية: (4)الشكل

|)(| باستخدام المعيار 2لممثال  nxf .

 
 في إيجاد الجذر العقدي المضاعف ثلاث مرات 2سرعة تقارب الخوارزمية: (5)الشكل

|)(| باستخدام المعيار 2لممثال  nxf .
 

:  لتكن المعادلة غير الخطية الآتية[5] : :3المثال
0)1)(()( 222  xxSinxf  

 من أجل 3 المقترحتان لإيجاد جذرين حقيقيين مضاعفين لممثال2 والخوارزمية 1استخدمت الخوارزمية 
x0=±2.5 (. 5) ، و تمت مقارنة نتائج ىاتين الخوارزميتين مع نتائج لست طرائق أخرى وسجمت النتائج في الجدول

 والمقارنة مع x0=±0.5Iنتائج الخوارزميتين المقترحتين في إيجاد جذر عقدي مضاعف من أجل  (6)ندرج في الجدول
. تتضح دقة وأفضمية نتائج الخوارزميتين المقترحتين (6)و (5)بمقارنة نتائج الجدولين. رافسون -طريقتي ىالي ونيوتن

|)(| باستخدام المعيار 3 في إيجاد الجذر العقدي المضاعف لممثال1 سرعة تقارب الخوارزمية7نبين في الشكل nxf .
|)(| في إيجاد الجذر العقدي المضاعف باستخدام المعيار 2 سرعة تقارب الخوارزمية8ونبين في الشكل nxf .
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.  وتوضيح صعوبة إيجاد الحل[1,2-] في المجال 3رسم المخطط البياني لدالة المثال : (6)الشكل

 
 

 باستخدام الخوارزميتين المقترحتين 3إيجاد جذرين حقيقيين مضاعفان لممثال : 5الجدول
. والمقارنات مع طرائق أخرى

 التكرار
itr مرتبة التقارب 

 الجذر التقريبي
nx  

 قيمة الدالة
|)(| nxf  

 الفرق بين تكرارين
|| 1 nn xx   الطريقة المستخدمة 

5 2.12324 ±1.40449 
0 
0 

1.1093E-31 
1.1093E-31 

  المقترحة1الخوارزمية

6 
7 

2.11689 ±1.40449 6.13514E-08 
1.38535E-23 

9.97732E-06 
1.49902E-12 

  المقترحة2الخوارزمية

9 2.06156 ±1.40449 1.3 E-144 ------- 
 طريقة نيوتن

 [5]المعدلة 
5 2.43355 ±1.40449 6.56 E-133 -------  طريقةSM [5] 

20 0.64041 ±1.40449 3.5923 E-19 4.82871 E-10 [10]طريقة ىالي 

25 0.36594 ±1.40449 1.0355 E-14 4.09917 E-08 
-طريقة نيوتن

 [11]رافسون
 [2]طريقة القواطع  فشل فشل فشل فشل فشل

فشل  فشل فشل فشل فشل
طريقة تنصيف 

 [2]المجال
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  باستخدام الخوارزميتين المقترحتين3إيجاد الجذر العقدي المضاعف لممثال : 6الجدول
 nx .والمقارنات مع طرائق أخرى

 التكرار
itr مرتبة التقارب 

 الجذر التقريبي
nx  

 قيمة الدالة
|)(| nxf  

 الفرق بين تكرارين
|| 1 nn xx 
 الطريقة المستخدمة 

5 
6 

2.13402 
±1.24897184 I 
±1.24897184 I 

0 
0 

4.91414E-09 
0 

  المقترحة1الخوارزمية

5 
6 

2.12976 
±1.24897184 I 
±1.24897184 I 

7.88861E-29 
3.86542E-43 

6.92367E-07 
6.66134E-16 

  المقترحة2الخوارزمية

20 0.51551 ±1.24897184I 3.53179 E-19 3.35788 E-10 [10]طريقة ىالي 
30 0.35092 ±1.24897185I 3.7475 E-17 1.72945 E-09 [2]رافسون-طريقة نيوتن 

 

 
 في إيجاد الجذر العقدي المضاعف 1سرعة تقارب الخوارزمية: (7)الشكل

|)(| باستخدام المعيار 3لممثال  nxf .
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|)(| باستخدام المعيار 3 في إيجاد الجذر العقدي المضاعف لممثال 2سرعة تقارب الخوارزمية: (8)الشكل nxf .

 
:  لتكن المعادلة غير الخطية الآتية[3] : :4المثال

0)5)(3)()(()( 422  xCosxSinxExpxxf  
 من 4 المقترحتين لإيجاد جذر حقيقي مضاعف أربع مرات لممثال2 والخوارزمية 1        نستخدم الخوارزمية 

 ، و تمت مقارنة نتائج تمك الخوارزميتين مع نتائج لثلاث طرائق أخرى وسجمت النتائج في الجدول x0=-2.5أجل 
 والمقارنة مع x0=1±Iنتائج الخوارزميتين المقترحتين لإيجاد جذر عقدي مضاعف من أجل  (8)ندرج في الجدول. (7)

نبين في . تتضح أىمية نتائج الخوارزميتين المقترحتين (8)و (7)بمقارنة نتائج الجدولين. [3]ثلاث طرائق أخرى 
 باستخدام المعيار 4 سرعة تقارب الخوارزميتين المقترحتين في إيجاد الجذر العقدي المضاعف لممثال9الشكل

|)(| nxf .
 

 باستخدام الخوارزميتين المقترحتين 4إيجاد جذر حقيقي مضاعف أربع مرات لممثال : 7الجدول
. والمقارنات مع طرائق أخرى

 التكرار
itr مرتبة التقارب 

 الجذر التقريبي
nx  

 قيمة الدالة
|)(| nxf  

 الفرق بين تكرارين
|| 1 nn xx   الطريقة المستخدمة 

6 2.00306 -1.20765 2.95473 E-59 2.08722 E-15 المقترحة1الخوارزمية  
6 1.99707 -1.20765 8.15637 E-55 1.13382E-14 المقترحة2الخوارزمية  
10 1.88403 -1.20765 6.19 E-51 9.58875E-08  [3]طريقة نيوتن  المعدلة 
7 2.08028 -1.20765 7.23 E-90 -------   [3]طريقة تشيبتشيف أولر 
5 0.667094 -1.20765 1.69 E-45 1.07488 E-04 [3]طريقة ىالي 
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  باستخدام الخوارزميتين المقترحتين4إيجاد جذر عقدي مضاعف لممثال : 8الجدول
. والمقارنات مع طرائق أخرى

 التكرار
itr 

 الجذر التقريبي
nx  

 قيمة الدالة
|)(| nxf  

 الفرق بين تكرارين
|| 1 nn xx   الطريقة المستخدمة 

9 1.33997 ±0.758572 I 7.16015E-57 1.37385E-14 المقترحة1الخوارزمية  
10 1.33997 ±0.758572 I 7.27007E-53 4.12763E-13 المقترحة2الخوارزمية  

 

 
|)(| باستخدام المعيار 4سرعة تقارب الخوارزميتين المقترحتين لإيجاد الجذر العقدي المضاعف لممثال : (9)الشكل nxf .

 
الاستنتاجات والتوصيات 

قدمنا خوارزميتين فعالتين لإيجاد الجذور الحقيقية والعقدية التقريبية لممعادلات غير الخطية سواء كانت ىذه 
الجذور بسيطة أو مضاعفة عدد من المرات، حيث نجحت ىاتان الخوارزميتان عند اختبارىما في إيجاد تمك الجذور 

رافسون، -لبعض الأمثمة المختمفة وتفوقت في الدقة وسرعة التقارب عمى بعض الطرائق الأخرى مثل طرائق نيوتن
، الخوارزمية [3]، طريقة تشيبتشيف أولر[11]، طريقة نيوتن المعدلة[10]، طريقة ىالي[2]القواطع، تنصيف المجال

، وتم توضيح دقة نتائجنا بالمقارنة مع الطرائق الأخرى في الجداول SM [5] طريقة [7] 2.6،  الخوارزمية [7] 2.2
لقد تميزت الخوارزميتان المقترحتان في إيجاد الجذور العقدية . (9-1)وتبيان سرع التقارب في الأشكال البيانية  (1-8)

 . مرة بدقة عالية في حين فشمت بعض الطرائق في إيجاد تمك الجذور mالبسيطة والمضاعفة 
نقترح استخدام الخوارزميتين المقترحتين لأنيما يستطيعان إيجاد الجذور لممعادلات غير الخطية أيا كان شكل 

. المعادلة المطروحة
  
 
 
 



 الحسن                                                   طريقتان عدديتان لإيجاد الجذور التقريبية الحقيقية والعقدية لممعادلات غير الخطية

 44 

: المراجع
[1] BIAZAR J. and B. Ghanbari, Some Higher-Order Families of Methods for 

Finding Simple Roots of Nonlinear Equations, Gen. Math. Notes, Vol. 7, No. 1, November 

(2011), pp. 25-32. 

[2] BURDEN, R. L. and J. D. FAIRES, Numerical Analysis, PWS-KENT, Boston 

Massachusetts, (1993), 559-587. 

[3] HEYDARI M., S.M. Hosseini and G.B. Loghmani, convergence of a family of 

third-order methods free from second derivatives for finding multiple roots of nonlinear 

equations, World Applied Sciences Journal 11(5) 507-512, (2010). 

[4] KAFASH B. AND M. M. HOSSEINI, A Predictor-Corrector Algorithm for 

Finding all Zeros of Nonlinear Equations, Journal of Mathematical Extension Vol. 8, No. 

4, (2014), 39-54. 

[5] LIU B., Zhou X., A new family of fourth-order methods for multiple roots of 

nonlinear equations, Nonlinear Analysis: Modelling and Control, 2013, Vol. 18, No. 2, 

143–152. 

[6] NETA B., Scott M., Chun Ch., Basins of attraction for several methods to find 

simple roots of nonlinear equations, Applied Mathematics and Computation 218 (2012) 

10548–10556. 

[7] NOOR M. A. and F. A. Shah, A Family of Iterative Schemes for Finding Zeros of 

Nonlinear Equations having Unknown Multiplicity, Applied Mathematics & Information 

Sciences  8, No. 5, 2367-2373 (2014). 

[8] RAHIMIAN S. K., F. Jalali, J.D. Seader and R.E. White, A new homotopy for 

seeking all real roots of a nonlinear equation, Computers and Chemical Engineering 35 

(2011) 403–411. 

[9] RUMP S. M. and Sh.I. Oishi, Verified Error Bounds for Double Roots of 

Nonlinear Equations, Institute for Reliable Computing, Hamburg University of 

Technology, Hamburg 21071, Germany,(2010). 

[10] THANDER A. K., G. Mandal, Improved Ujević method for finding zeros of 

linear and nonlinear equations, International Journal of Mathematics Trends and 

Technology Vol. 3, No. 2, (2012), 74-77. 

[11] TRAUB J. F., Iterative methods for solutions of equations, Printice Hall, New 

York (1964). 

[12] YUN B. I., A derivative free iterative method for finding multiple roots of 

nonlinear equations, Applied Mathematics Letters 22 (2009) 1859-1863. 


